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PROBLEMA

- ¢Es posible reproducir el proceso de creacion y descubrimiento en matematicas con estudiantes de
Secundaria?

OBJETIVOS

- Mostrar el verdadero rostro de las matematicas.

- Acercar a los estudiantes al proceso de creacion y descubrimiento en matematicas.

- Practicar quehaceres tipicos de los matematicos profesionales.

- Profundizar en el enfoque heuristico de la ensefianza de las matematicas (M. de Guzman).

CONTEXTO

- Un ejemplo trabajado a lo largo de muchos cursos académicos.

- Alumnado de ESTALMAT “jubilados o veteranos”, de Bach. o B.I. (procedentes de ESTALMAT o no).
- Sesiones de clase con todos (ESTALMAT) y proyectos de trabajo (parejas/individuales).

- Elaboracidon de una memoria. Secuencia de borradores (entre 8 y 12).

- Duracion de cada trabajo: entre 4 y 6 meses. Entrevistas o envios cada dos o tres semanas.



EL PROCESO DE CREACION Y DESCUBRIMIENTO

PSICOLOGIA
DE LA INVENCION
EN ELCAMPO

Entre el trabajo de un estudiante que trata de resolver un problema de geometria o de ~ “TEMATICO
dlgebra y un trabajo de invencion, puede decirse que hay unicamente una diferencia de grado,

una diferencia de nivel, tratandose en realidad de trabajos de naturaleza muy andloga.
Jacques Hadamard: Psicologia de la invencion en el campo matemadtico, p. 175

El aspecto mds importante del descubrimiento matemdtico (contrariamente a la imagen
habitual que se tiene de la demostracion como el nucleo de las matematicas) es la construccion
de nuevos conceptos, uno detrds de otro, generalizando cada vez algun aspecto de los
anteriores. Por supuesto, cada construccion tiene propiedades que no pueden ser controladas, =~ "o C

sino tan solo descubiertas, en este sentido las matemdticas combinan la invencion y el CIENTIFICA
dESCUbrimientO. Qué es, cémo nace triunf dea

La mayor parte de los nuevos conceptos se producen mediante ciertos tipos de recetas no
escritas que todos los matemdticos entienden intuitivamente, y que normalmente se pueden
caracterizar por gloriosos giros del boton; esto es, partir de un fenomeno familiar, encontrarle
algun aspecto que hasta ahora habia permanecido fijo (éste seria el botdon) convertir

explicitamente este aspecto en una variable, y ver qué sucede cuando toma valores distintos del =~ o
habitual.

Edicién de Jorge Wagensberg

Douglas R. Hofstadter. Analogias con fluidos y la creatividad humana. En:
Sobre la imaginacion cientifica. Qué es, cdmo nace, como triunfa una idea, p.89-90.



UN EJEMPLO DE
CONSTRUCCION DE UNA TEORIA:

PROGRESIONES ARITMETICAS... EN EL ESPACIO



PROBLEMA INICIAL (SIGMA)

éSera posible rellenar los espacios vacios
del cuadrado con numeros enteros
positivos, de modo que los numeros de
cada fila y de cada columna formen
progresiones aritméticas?

Solucion del problema
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, : X+1
Entre x y 103 estara la semisuma de los dos: +103

x+103 + 74
& Entre X103 y 74 estara la semisuma: 2 _257+x
2 4
g:} 186
103 El numero situado encima de x sera 2x
X
. 251+ x 251-7x
0 La diferencia de la p. a. de la 32 fila es: R 2X = 7
El nimero que sigue a 2514“( serg: 291+x  201—-7x _ 257-3X
4 4 2
Entre ot y 186 se situara la semisuma: 929 — I
. . . 251-3x 251-7x 753-13x
Por otra parte, este numero también sera: g + R y
Por tanto: e - 623 = 5X Luego 130=10x; 13=x

4



REVISION-EXTENSION, VISION RETROSPECTIVA, VUELTA ATRAS

Otras formas de resolucion, casos particulares de interés, etc.
Nuevas preguntas
Conjeturas globales y parciales
Variaciones en las condiciones o datos:
* Generalizaciones
 Particularizaciones
* Analogias

Intuiciones sobre regularidades, patrones, conceptos, propiedades, conjeturas,
demostraciones, ...



Otra forma de resolverlo

4x y+4(x+d) 2y+4(x+2d) 3y+4(x+3d) 4y+4(x+4d)

3X y+3(x+d) 2y+3(x+2d) 3y+3(x+3d) 4y+3(x+4d)

74
2X y+2(x+d) 2y+2(x+2d) 3y+2(x+3d) 4y+2(x+4d)
186
X X+y+d X+2(y+d) X+3(y+d) X+4(y+d)
103
0) Y 2y 3y 4y

Surgen muchas preguntas, por ejemplo:
Si nos dan cuatro valores, ése puede completar la tabla de forma
¢Cuando si y cuando no?

103 = x + 2(y+d)
74 = y +3x + 3d
186 =4y + 2x + 8d.

Resolviéndolo resulta:
d=5 x=13, y=50.

unica?



Caso particular: los 4 términos estan en la diagonal principal

d 3b +d #a + 3¢ Sistema Incompatible
C
b 3b+d=a+ 3c Sistema Compatible
d
4 7 6 5 4 22 16 10 4
3 Con mas 5 4 3 2 59 3 3
de una
2 SOlUCién 3 2 ] 0 8 2 _4 _]0
] /0 -1 -2 l -5 -1 -17
3
4
Sin solucidn
2



Estructura interna del problema:
- Cuadrado
- Valores numéricos dados: cuatro numeros enteros
- Progresiones aritméticas
- Numeros enteros positivos

Algunas variantes y nuevos problemas:

- Cuadrado ‘ Rectangulo, Recta, Cubo, Paralelepipedo,...

- Valores numéricos dados ‘ éSera 4 el minimo necesario de ellos?
Si nos dan 3, {qué ocurrira?
Si nos dan valores de las diferencias ...
Influencia de las posiciones

- Progresiones aritméticas ‘ Geomeétricas, aritméticas de orden superior...

- Numeros enteros positivos ‘ NuUmeros enteros, racionales, reales, ....



Todas las cuestiones hacen referencia a unos problemas mas generales, por
ejemplo:

¢EN QUE CONDICIONES SE PUEDE CONSTRUIR UNA TABLA O RED
ARITMETICA?

¢SON UNA GENERALIZACION DE LAS PROGRESIONES ARITMATICAS?



e ettt ettt e, P. A. TRADICIONALES

RED ARITMETICA BIDIMENSIONAL
(RA2D) L
- Definicion
- Diferencia
- Término general
- Suma de los términos

- Interpolacion de términos

RED ARITMETICA TRIDIMENSIONAL
(RA3D)



Algunos resultados para el término general:

a =a,+(n-1)d 30—
35—

ai,j:a1,1+(j_®+(i_1@5%y(i_l)(j_l) 40 —

45 —>

Diferencia de Priscila
Ajj—Aj_1,j — (ai,j—l — ai—l,j—l) 50—

21 /4 55 89 /83 97 /111 /125
B
23 /36 49 62 75 88 /101 /114

1144112

19 /31 /43 55 /61 9 /91 103103 13 8 3 — 2 — 7
15 /26 /31 /48 /59 /10 /81 S92 102799
" /21 /31 /41 /51 81 /11 /81 92 492 90 36 . .
w2 o a ] o] o] et | A 7 ai,j,k — al,l,l + di,l,l (Z - 1) + dl,j,l (.] - 1) + dl,l,k (k o 1) +
s | 18] 27| g 45 | 54| 83| 12 A2 0 86} 50 . . . .
e DG =D = D=1 +dy (= Dk =D +
5 12‘,0{9 26 | 33| 40| 47| 54 s
* ¥y . .
‘3.’0."9 15 | 21| 21| 33| 39 | 45 / 4 dp (l _ 1)(_] _ 1)(k _ 1)
T 6 | 1|18 21| 26| 31| 26

L —




Problema de Olimpiada (2004)

Tenemos un conjunto de 221 numeros reales cuya suma es 110721. Los disponemos
formando una tabla rectangular de modo que todas las columnas y la primera y ultima filas
son progresiones aritmeéticas de mas de un elemento. Probar que la suma de los elementos

de las cuatro esquinas vale 2004.

a. . +a
(alam azjm an’m \ — 1,1 l,m
1 2
Solucion del problema n
4y, Tdy, "
di, dy, d, 2 o '
411 42, a,1 ) a,,t+a,,
= m
: 2
m
S=5+85,+..5, = 5[(%1 +a,, +..+ an’1)+ (al,m +a,,t+..+a,, )]
n.m 45 4.110721
S=—(a11+an1+alm+anm) a,+a  +a, +a, = = = 2004
4 ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ n.m 221




Algunos resultados para la suma de los términos

a, a,

N

a11,1,'

S n
2
4 d d a
Sim = 1, resulta la de las p.a. [ 2 f,m

n.am.p (
= A T4, T4, Ta4,,Tda

g +a, +a1mp+anmp)

nml

1 T P={123..n)
Sd, d,,..d, = on’ Hdi' z dg(1),6(2),...6(n)
i=1 ceT D={1,d1,d2,...,dn}

T={c:P>D/o(@)e {1,d}}



OTROS RESULTADOS S = " (a,+xd)dx

n

Formulas de Alvaro

n—19

n.m -l
S = '
- (n—l)(m—l) 0

m—1
J‘(al’1 +vx+hy+ dpxy)dy dx

K4l

7 : n d 3 n n—i—1
Formulas de Alejandra s,,:jo <a1+x-d—§>-dx S“‘n—(2i+1)'ji (a; +x-d)-dx

S _ m n
™R m—-Ri+1) n—QRi+1)

n—i—1 m-i—1
j_ U (31,1+ hi; - x—-1)+ 771,1'(}’_1)+dp‘(x_1)‘(y_1))d3’]dx

Redes de Alejandro y Borja




CONSTRUCCION DE LA TEORIA:
- DEFINICION FORMAL DE RA2D, RA3D,..., RAnD
- DEFINICION DE LA DIFERENCIA DE PRISCILA
- EXPRESION PARA EL TERMINO GENERAL DE UNA RA2D, RA3D, ..., RAnD
- SUMA DE LOS TERMINOS DE UNA RA2D, RA3D,..., RAnD
- INTERPOLACION DE MEDIOS ARITMETICOS EN UNA RA2D, RA3D,..., RAnD
- OTROS TEOREMAS DE LA TEORIA: RESULTADOS PARA PROGRESIONES
ARITMETICAS DE ORDEN SUPERIOR,...

- ESTAS REDES, CON LA SUMA'Y EL PRODUCTO POR UN NUMERO REAL
TIENEN ESTRUCTURA DE ESPACIO VECTORIAL. DIMENSION, SUBESPACIOS, ...

- ¢QUE OCURRE PARA PROGRESIONES GEOMETRICAS?
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La Matematica es, en mucha mayor medida de lo que
normalmente se piensa, una verdadera ciencia experimental. {(...)
Nunca un teorema matematico de importancia ha surgido del ejercicio
de la mera abstraccion y de la mera logica. Los resultados profundos
son, en general, el producto de innumerables tentativas, experimentos
mentales realizados en la penumbra de intuiciones y conjeturas.
jCuanta tentativa inicialmente frustrada, correccion y nuevo ensayo,
precede al logro de un nuevo teorema, de una nueva realidad
matematica!

Miguel de Guzman
Enfoque heuristico de la ensefianza matematica, p. 35

57

L. GIMENO BLASCO, M. DE GUZMAN, C. ALONSO, E. CID,
P. GARCIA RIPOL, C. USON, L. VIGIL, R. RODRIGUEZ
VIDAL, J. M.* GAIRIN y F. CORBALAN

N

ASPECTOS DIDACTICOS
DE MATEMATICAS. 1.

' BACHILLERATO

INSTITUTO DE CIENCIAS DE LA EDU
UNIVERSIDAD DE ZARAGOZACACION



El resultado del trabajo creador del matemdtico es el razonamiento
demostrativo, una prueba, pero la prueba se descubre por razonamiento
plausible, es decir, por intuicion.

Si esto es asi, y yo lo creo, habra un lugar para la intuicion en la ensefianza
de las matemadticas. La educacion debe prepararnos para la invencion o, al
menos, para el gusto por ella. En cualquier caso, la educacion no debe

suprimir los gérmenes inventivos en el estudiante.

George Polya:
Matematicas y razonamiento plausible, p. 465

Matemética y
razonamiento
plousible

=
FRGE O
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